2016/2017 навчальний рік
Вказівки до розв’язків 

6 клас

1. Два автомобілі знаходяться на одній дорозі на відстані 200 км, один рухається зі швидкістю 60 км/год, а інший – 40 км/год. Через який час відстань між ними може знову стати 200 км? Укажіть усі можливі відповіді.

Відповідь: через 4 год або через 20 год.
Вважатимемо більш швидким   автомобілем – автомобіль, що рухається з більшою швидкістю, відповідно менш швидким   – з меншою швидкістю.


Якщо більш швидкий автомобіль буде віддалятися від менш швидкого, то відстань між ними буде лише збільшуватись. Тому він має рухатись назустріч більш повільному. Тоді можливі два варіанти відповіді.

1). Якщо більш повільний автомобіль рухається назустріч більш швидкому, то вони наближаються один до одного зі швидкістю 60+40=100 км/год, тоді вони зустрінуться через 200 : 100 = 2 год, а тому відстань між ними стане 200 км ще через 2 год.

2) Аналогічно, якщо повільний автомобіль рухається в тому самому напрямі, що й більш швидкий, то вони наближаються один до одного зі швидкістю 60 – 40 = 20 км/год, тоді вони зустрінуться через 200:20 = 10 год, тому знову відстань між ними становитиме 200 км ще через 10 год.

2. Знайдіть чотири цифри a, b, c, d такі, щоб записане нижче додавання було правильним.


a b c d

         a b c

      +   a b


         a
      4 3 2 1
Відповідь: а=3, в=8, с =9, d=1

3. Частина студентів університету вивчають тільки англійську мову, частина – тільки німецьку, а частина – обидві мови. Англійську мову вивчають 86% усіх студентів, німецьку – 44%. Скільки відсотків усіх цих студентів вивчають обидві мови?

Відповідь: 56% студентів вивчають тільки англійську мову, 14%– тільки німецьку, 30% – обидві мови.
4. На яку найменшу кількість частин можна розрізати прямокутник з розмірами 4×9 так, щоб з нього можна було скласти квадрат з розмірами 6×6?

Відповідь. На дві частини.

[image: image125.png]



7 клас
1. В акваріумі живе 200 рибок. З них 1% голубого кольору, решта – жовті. Скільки жовтих рибок потрібно забрати з акваріуму, щоб голубі рибки становили 2% рибок, що залишилися в акваріумі?

Відповідь. 100.

Розв’язання

Кількість рибок голубого кольору 0,01 200 = 2. Щоб вони становили 2 %, в акваріумі повинно бути 100 рибок, тому вони повинні забрати 200-100=100 жовтих рибок з акваріуму.
2. Равлик повзе, рухаючись з однаковою швидкістю прямо та повертаючи на 90° через кожні 15 хвилин. Чи може він через 2,5 годин опинитись у початковій точці? Відповідь обгрунтуйте. 

Відповідь. Ні.

Розв’язання

Нехай до повернення у початкову точку равлик а1 п’ятнадцятихвилинок рухався уперед (у порівнянні з напрямом руху з початкової точки), а2 назад, b1 направо та b2 наліво. Тоді а1 = а2 , b1 = b2 ( оскільки равлик повернувся у початкову точку) та а1 + а2 = b1 + b2 ( оскільки через кожні 15 хвилин равлик повертає на 900. Отже, а1 = а2 = b1 = b2. Тому равлик повернувся у початкову точку через 4 а1 п’ятнадцятихвилинок, тобто через а1 годин. Це можливо лише через ціле число годин  4а1·×15 хв = 60 а1 хв = а1 год.
3. Відомо, що число 
[image: image2.wmf]aba

, а>b>0, ділиться на 7. Доведіть, що й число 
[image: image3.wmf]bab

ділиться на 7 та знайдіть кількість пар (
[image: image4.wmf]bab

aba

,

) чисел з описаними властивостями.

Відповідь. (434, 343); (525, 252); (616. 161); (959, 595); (868, 686).

Розв’язання
Оскільки 
[image: image5.wmf])
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  ділиться на 7, то і 
[image: image6.wmf]bab

 ділиться на 7. Крім того,  
[image: image7.wmf])
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. Тому обидва ці числа діляться на 7 тоді і тільки тоді, коли а + в ділиться на 7.
Для а+в=7 таких пар матимемо три, а для а + в =14 – дві. Разом маємо 5 пар, а саме: (434, 343); (525, 252); (616. 161); (959, 595); (868, 686).
4. Промені ОА і ОВ перпендикулярні. Усередині кута АОВ проведені промені ОС і ОМ, кут між якими дорівнює 10°. Сума найбільшого та найменшого з кутів АОС, АОМ, ВОС, ВОМ та СОМ дорівнює 85°. На які кути поділили АОВ промені ОС та ОМ? 

Відповідь. 15°, 10° та 65°.


Розв’язання
Оскільки сума найбільшого та найменшого з кутів АОС, АОМ, ВОС, ВОМ та СОМ менша, ніж 90°, то найменшим з них є кут СОМ. Тоді найбільший з вказаних кутів має 75°. Промені ОС та ОМ розбивають кут АОВ на кути 15°, 10° та 65°.

5. Двоє гравців грають на прямокутній дошці розмірами 2015×2016. Шашку, яка спочатку знаходиться у нижній лівій клітинці, вони по черзі можуть пересунути на довільну кількість клітинок або вгору, або вправо. Виграє той, хто своїм ходом досягне правої верхньої клітинки. Хто і як може виграти?

Відповідь. Перший гравець виграє. Він своїм першим, і всіма наступними ходами, ставить свою шашку на діагональ, на якій знаходиться права верхня клітинка.
8 клас

1. Бічна сторона рівнобічній трапеції дорівнює меншій основі, а діагональ трапеції  дорівнює більшій основі. Визначте градусні міри кутів трапеції.

Відповідь: 108°, 72°

Розв’язання
[image: image8.png]



За умовою  АС=АК,  тому  ∠АСК=∠АКС=α.  

Оскільки,  ВС і АК паралельні, то ∠ВСА=∠САК=180°-2α.

За умовою:  АВ=ВС , тоді
∠ВАС=∠ВСА=180°-2α.

∠ВАК=∠ВАС+∠САК, ∠ВАК= 360°-4α.

∠ВАК=∠СКА=α (як кути при основі рівнобічної трапеції).

Маємо:

360°-4α=α,

α =72°,

∠ВАК=∠СКА=72°, ∠АВС=∠ВСК=108°
2. Розв’яжіть рівняння: 
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Розкривши знак модуля, одержимо: х = –1; х =5; х= 11.
3. Ціну винограду підвищили на 20%. Для того, щоб записати нову ціну за 1 кг винограду в гривнях, продавцеві було достатнім поміняти місцями цифри числа, записаного на ціннику. Скільки гривень коштував 1 кг винограду до їхнього подорожчання, якщо ця ціна була меншою за 100 гривень? Відповідь обґрунтуйте.

Відповідь. 45грн.
Розв’язання
Нехай початкова ціна 1кг винограду дорівнює 
[image: image10.wmf]аb

 , ціна після подорожчання 
[image: image11.wmf]ba

.
[image: image12.wmf] За умовою задачі 
[image: image13.wmf]ba

=1,2 
[image: image14.wmf]аb

;


10b+а = 1,2(10а+b)  , 


10 b – 1,2b= 11 а,


8,8b=11а, 


а =
[image: image15.wmf]5
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Отже, b=5, а= 4. 

Відповідь. 45грн.
4. Знайдіть принаймні одну пару натуральних чисел (х,у), що задовольняє рівність 
[image: image16.wmf].
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Відповідь. х = 64 та у = 4.


Розв’язання
Перепишемо умову задачі так: 
[image: image17.wmf].
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 Звідси випливає, що рівність задовольняють числа х=64 та у=4. Ця пара не єдина. Задовольняє умову ще й пара чисел х=69 та у=9.
5. Чи може пряма, яка не проходить через вершини 2017-кутника, перетинати всі його сторони?

Відповідь. Не може.

Розв’язання  

Пронумеруємо вершини не опуклого многокутника в порядку наступності числами від 1 до 2017. Припустимо, що така пряма існує і ділить площину на дві півплощини. Сусідні вершини попадуть у різні півплощини. Тоді перша і друга вершини лежать в різних півплощинах. І далі, вершини з непарними номерами будуть лежати у одній півплощині, а з парними – у другій. Сторона, яка з’єднує вершини 1 і 2017, не перетинає цю пряму. Отримали протиріччя. 

9 клас

1.  Побудуйте графік функції 
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.  Користуючись графіком, визначте область значень даної функції.

Відповідь.  
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Розв’язання. Знайдемо область визначення функції 
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Визначимо значення функції  
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Визначимо значення функції  
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Будуємо графік заданої функції:  

Областю значень функції 
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2. Доведіть нерівність: 
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Розв’язання. Додамо три очевидні нерівності: 
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3. Серед усіх квадратних тричленів 
[image: image39.wmf]q
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, які набувають тільки невід’ємних значень , знайти той, у якого сума p + q найменша.

Розв’язання. Якщо для всіх дійсних значень х квадратний тричлен 
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 набуває тільки невід’ємних значень, то 
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.  Беручи до уваги цю нерівність, дістанемо 
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, причому знаки рівності будуть виконуватися тоді і тільки тоді, коли 
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Шуканий тричлен: 
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4. У трапеції ABCD (AD||BC) проведені бісектриси зовнішніх кутів А і В до перетину в точці М і бісектриси зовнішніх кутів C і D до перетину в точці N. Відомо, що MN = 12 см. Знайти периметр трапеції.

Розв’язання.  
[image: image49.wmf]Ð
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( як кути між бісектрисами односторонніх кутів). Нехай бісектриси зовнішніх кутів А і В перетинають прямі ВС і AD в точках Е і F відповідно, а бісектриси зовнішніх кутів  D і С перетинають прямі ВС і AD в точках Р і К відповідно. АВ = АF, CD = DK. Чотирикутники АВЕF і СDКР – ромби. Точка М – середина діагоналі ВF, точка N – середина діагоналі СК, тоді МN – середня лінія трапеції FВСК, МN=[image: image53.png]Bc+FK



 

Звідси [image: image55.png]Pipep = 24



см. 
[image: image56.jpg]



5. Чи можна розмістити по колу цифри від 0 до 9 включно так, щоб сума будь-яких трьох цифр, що стоять поряд, не перевищувала а) 14; б)15?
Розв’язання
а) Не можна. Справді, припустимо, що розміщення цифр, яке б задовольняло умову а) можливе. Розіб’ємо дев’ять ненульових цифр, записаних після 0, на три групи, включивши в кожну групу по три цифри, що стоять поряд. Нехай S1, S2, S3 – суми цифр відповідно першої, другої та третьої груп. Тоді 
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. Крім того, кожна з цифр1, 2, 3….., 9 входить в одну з цих сум. Тому 
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, що суперечить попередній нерівності.
б) Можна. Ось один з прикладів: 0; 9; 5; 1; 8; 4; 3; 7; 2; 6.
10 клас


1. Яке з чисел більше: 
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Відповідь. 
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Розв’язання. 

Позначимо для зручності через n число 
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. Щоб з’ясувати , яке з цих більше, розглянемо  їх відношення:
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. Це відношення більше за 1, отже перше число більше.

2. Розв’яжіть рівняння :  
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Відповідь. х = - 0,2.

Розв’язання. 
Перепишемо рівняння у вигляді:
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. Перше рівняння не має коренів, оскільки при розв’язанні необхідно  врахувати  
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3. Про коефіцієнти a, b, c, d двох квадратних тричленів 
[image: image77.wmf]c
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відомо, що  0 < a < b < c < d . Чи можуть ці тричлени мати спільний корінь?
Відповідь. ні, не можуть.

Розв’язання.

 Оскільки коефіцієнти цих тричленів додатні, то їх корені не можуть бути додатними (підтвердження можна отримати з теореми Вієта або безпосередньою підстановкою). 

Нехай х0 – спільний корінь цих тричленів. Тоді 
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. Виконаємо перетворення та отримаємо, що 
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. З умови задачі слідує, що 
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. Отже,  х0 > 0. Отримали суперечність.

Зауважимо на важливість умови, що коефіцієнти можуть набувати лише додатних значень.  Оскільки, для прикладу, тричлени: 
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мають спільний корінь 1, але при цьому -5 < -4 <  3 < 4.
4. На площині проведено дві пари взаємно-перпендикулярних прямих так, що утворилися чотири прямокутні трикутники. Доведіть, що середини гіпотенуз цих трикутників є вершинами прямокутника. 
Розв’язання . 
Очевидно, для того, щоб дві пари взаємно-перпендикулярних прямих m1, m2  і  n1, n2 перетинаючись, утворювали чотири прямокутні трикутники, необхідно і достатньо, щоб прямі не були паралельні і жодна з них не проходила через точку перетину другої пари.
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Позначимо середини гіпотенуз прямокутних трикутників ABC, AFE, FDC, BDE, які при цьому утворилися, відповідно через М1, М2, М3, М4 (див. рисунок). Розглянемо трикутники ADB і ADF. У них М1М4  і М2М3 – середні лінії. У зв’язку з цим маємо М1М4 || AD і 
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; аналогічно М2М3 || AD і 
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3

2

AD

M

M

=

. Таким чином, М1М4 ||  М2М3, М1М4  =  М2М3. Отже, чотирикутник М1М2М3М4 – паралелограм (протилежні сторони паралельні та рівні). У трикутнику AFD  AE і  DC – висоти, оскільки m1 
[image: image90.wmf]^

 m2  і  n1 
[image: image91.wmf]^

n2, В – точка їх перетину. Через те, що висоти трикутника перетинаються в одній точці, то FG є також висота цього самого трикутника. У трикутнику ABF  М1М2 –  середня лінія , отже, 
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. Оскільки  
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. Таким чином у паралелограмі М1М2М3М4  дві суміжні сторони перпендикулярні. Отже, М1М2М3М4  - прямокутник.
5. Близнюки Петрик та Остап вирішили ходити з дому до школи різними дорогами. Петрик спочатку йде 210 метрів на південь, а далі 70 метрів на схід і потрапляє до школи. Остап спочатку йде певний час на північ, а далі по прямій до школи. Скільки саме метрів Остап іде на північ, якщо близнюки ходять з однаковою швидкістю, виходять з дому та приходять до школи одночасно?
Відповідь. 30 метрів
Розв’язання. 
Позначимо точки таким чином: домівка – D, школа - S, точка, де Петрик повертає на схід – В , точка, де повертає Остап - N. Тоді за умовою DB  = 210,

 BS = 70,  DN = х,  NS= у. Крім того з умови задачі випливає, що х+у=280. Запишемо теорему Піфагора: 
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. Звідки х=30.
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Вказівки до розв’язання.
1. Основою прямої призми є трикутник, довжини сторін якого відносяться як 2:3:4. Обчисліть площу бічної поверхні цієї призми, якщо площа найменшої бічної грані дорівнює 12 см2.
Відповідь. 54 см2.
Розв’язання. 

Нехай ABCA1B1C1 задана пряма трикутна призма, у якої AC = 2x см,   BC = 3x см,   AB = 4x см,   BB1 = h см (див. рисунок). Тоді, за умовою задачі 
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. Площа бічної поверхні призми ABCA1B1C1 дорівнює 
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2. Розв’яжіть систему рівнянь:
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Відповідь. 
[image: image105.wmf]÷
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Розв’язання. 
Оскільки 
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, то рівняння можна переписати таким чином: 
[image: image107.wmf]2

1

1

1

2

1

=

+

Û

=

+

y

x

xy

y

x

. Якщо аналогічно перетворити решту рівнянь, одержимо систему трьох лінійних рівнянь відносно невідомих 
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, звідки легко знайдемо відповідь: 
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3.  Доведіть, що при будь-якому натуральному n виконується нерівність :
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Розв’язання . 
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4. Вершини куба деяким чином перенумеровані числами 1; 2; …; 8. Петрикові повідомили для трьох із шести граней куба номери вершин, що їм відповідають: 
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. Чи зможе Петрик за цими даними сказати, який номер має вершина, що найбільше віддалена від вершини з номером 5?
Відповідь. зможе, це вершина з номером 6.
Розв’язання. 

З кожної вершини куба виходять три ребра, кожне ребро є межею двох граней. Отже, якби Петрикові були відомі номери вершин відразу всіх шести граней, то він зробив би наступні висновки. Якщо вершини сусідні по ребру, то в списку всіх граней відповідна пара номерів була б записана двічі. Якщо вершини є протилежними в одній грані, то вони б потрапили б у список один раз. Якщо вони протилежні по великій діагоналі куба, то вони не зустрілися б жодного разу. Із заданих граней бачимо, що вершина з номером один повторюється тричі, тобто виписано номери усіх трьох суміжних граней куба, які мають цю вершину спільною. Отже, три ребра куба мають такі номери: 1 - 2; 1 – 6 та 1 – 8 . Тепер уже зовсім просто визначити нумерацію вершин. Шукана вершина – вершина з номером 6.
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5. Шестицифрове число, яке ділиться на 37 записано різними цифрами. Довести, що з його цифр можна утворити інше шестицифрове число, яке також ділиться на 37.

Розв’язання. 

Позначимо цифри заданого шестицифрового числа N через a, b, c, d, e, f. Тоді це число можна записати у вигляді: 
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Розглянемо число такого виду: 
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. Доведемо, що коли N ділиться на 37, то на 37 ділитиметься й N1 . Для цього розглянемо різницю чисел N та N1. Її можна записати так:
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Звідси: 
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 ділиться на 37 і за умовою задачі на 37 ділиться число N, то число N1 також ділитиметься на 37. Отже, якщо d ≠ 0, то число N1  - шестицифрове, а отже є шуканим. Нехай d=0, тоді е ≠ 0, оскільки всі цифри різні. У цьому випадку ділитиметься п’ятицифрове число 
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. Тоді на 37 ділитиметься й число 10 N1, тобто шестицифрове число 
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Зауваження. Із зазначеного вище випливає така властивість чисел, які діляться на 37. Нехай деяке число N ділиться на 37. Розіб’ємо його справа наліво на грані по три цифри в кожній. Тоді число N, яке утворюється  з цифр числа N в результаті перестановки будь-яких двох таких граней, також ділитиметься на 37. Аналогічно можна довести й таку ознаку подільності чисел на 37. Розіб’ємо число N на грані справа наліво по три цифри в кожній (остання грань може містити меншу кількість цифр). Число N ділиться на 37 тоді і тільки тоді, коли сума утворених трицифрових чисел ділиться на 37.
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